UNIVERSITE DE POITIERS
Faculté des Sciences Fondamentales et Appliquées

Département de Mathématiques

ETUDE D’UN MODELE DE
LEBOWITZ-RUBINOW
DANS LA DYNAMIQUE DES
POPULATIONS

Mémoire pour 'obtention du D. E. A. DE MATHEMATIQUES
Présenté par : CAMAR-EDDINE Mohamed

Sous la direction de :

M. Mohamed Boulanouar

et Jean-Michel Rakotoson

Année Universitaire 1997-1998



REMERCIEMENTS

Je tiens a témoigner ma reconnaissance & M. Mohamed Boulanouar et M.

Jean-Michel Rakotoson pour leurs conseils et leur disponibilité.



Table des matiéres

INTRODUCTION 4
1 RAPPELS THEORIQUES 6
1.1 OPERATEURS LINEAIRES . . ... .. ... ... ... .. 6
1.2 SEMI-GROUPES LINEAIRES . . .. .. ... .. .. ... . 6
1.3 OPERATEURS LINEAIRES POSITIFS . .. .. ... ... . 8
1.4 SEMI-GROUPES LINEAIRES POSITIFS . .. ... ..... 8
2 ETUDE DU CAS OU I’OPERATEUR K EST NUL 9
2.1 THEOREME DE TRACES . . .. .. .. . ... 10
2.2 L’OPERATEUR Aq . . . . oo 11
3 ETUDE DU CAS OU I’OPERATEUR K EST NON NUL 14
3.1 CONDITIONS AUX LIMITES . .. . .. ... ... ... . 15
3.2 L'OPERATEUR A AVEC ||K|[ <1 ... vov . .. 16
3.3 L’OPERATEUR A AVEC ||K||>1 .. .. ... ... 19
PERSPECTIVES 29

BIBLIOGRAHIE 23



INTRODUCTION

En 1974 Lebowitz et Rubinow [6] ont mod&lisé I’évolution d’une popula-
tion de cellules. Chaque cellule est caractérisée par deux variables. La pre-
miere variable, notéZa, désigne 1’dge de la cellule. La seconde variable, noté.
[, désigne la longueur de son cycle, autrement dit, la longueur de ’intervalle
entre la naissance et la division de la cellule. La longueur minimale (resp.
maximale ) d’un cycle d’une quelconque cellule de cette population est {
(resp. [3). Le cycle d’une cellule quelconque, en évolution, a pour longueur {
vérifiant 0 < {; < { < {; < co. Comme une cellule ne peut vivre plus que son
cycle, son age a ne peut dépasser la longueur de son cycle, ainsi 0 < a < [.
Si nous désignons par f = f(a,!,t) la densité de toutes les cellules qui ont &

Pinstant ¢ un age a et une longueur de cycle [, alors f vérifie

af af

ua—t(a,l, $) = —a—a(a,l,t) — p(a,l)f(a,l,1)

ou p(a,l) est le taux de mortalité cellulaire.

Toujours selon Lebowitz et Rubinow, la corrélation entre la longueur du
cycle d’une cellule fille et celle de sa mére est interprétée mathématiquement

par un opérateur K de la maniere suivante

Ce modele a été étudié récemment par [5]. IIs ont montré que sous I'une des



deux hypotheses suivantes

K est positive
(H1)

K™ est compact pour un certain n € N*

( {K = K + K, ot K; et K, sont positifs
2

I3 est faiblement compact

il est bien posé si l'opérateur K est contractif. Si I'opérateur K n’est plus
P P p

contractif, outre (H1) ou (H2), ils ont imposé la restriction suivante

||I{¢”Ll(]{l:!2{} = “’llb”Ll(]h'lQ[)'

Dans ce mémoire, nous commencgons par rappeler quelques résultats théo-

riques sur les opérateurs linéaires et les semi-groupes.

Dans le second chapitre nous étudions ce modele lorsque 'opératenr I

est nul. Cette étude nous sera utile ultérieurement,

Dans le troisieme chapitre, nous montrons que si
Kel (Ll(]ll,fg[))

alors ce modele est bien posé au sens des semi-groupes pour toutes les données
initiales dans un L'-espace. Et puisque la solution du modeéle représente une
densité qui est sensée étre positive, nous terminons alors ce chapitre par

’étude de la positivité de la solution.

Nous finissons ce mémoire par une perspective générale sur I’étude de ce

modele.

a2}



Chapitre 1
RAPPELS THEORIQUES

Dans ce chapitre, nous regroupons quelques définitions et résultats concer-
nant la théorie des opérateurs linéaires positifs et celle des semi-groupes
d’opérateurs linéaires positifs dans les espaces de Banach. Mais pour plus

de détails sur ces notions générales, nous renvoyons a (2, 3, 4, 7, 8, 9, 10]«

Dans la suitc nous considérons X un espace de Banach, sur le corps des

nombres réels ou complexes, muni de la norme || ||

1.1 OPERATEURS LINEAIRES

Définition 1.1.1. Un opérateur linéaire T' de domaine D(T) est dit fermé,

s1 son graphe G(T') est un fermé dans l'espace X x X .

Définition 1.1.2. Soit T' un opérateur fermé. Le spectre a(T') de l'opérateur
T est l'ensemble de tous les A € C pour lesquels Uopérateur (A — T') n’a pas

d’inverse borné sur X. p(T') = C\o(T') est ’ensemble résolvant de T'.

1.2 SEMI-GROUPES LINEAIRES

Définition 1.2.1. Une famille (T(t))i>0 est appelée un semi-groupe d’opé-

rateurs linéaires fortement continu sur X (ou un Cy-semi-groupe sur X) si:



= Pl)= I, (I est Uidentité dans X)
- Tt+s)=T)T'(s),Vt,s >0
- lim ||T(t)r—z||=0,Vz € X.

t—04

Une classe particuliere de Cy-semi-groupes est définie par

Définition 1.2.2. Un Cy-semi-groupe (T'(t));>0 sur X est de contractions si

et seulement s1
1Tz < ||l

pour tout x € X et tout t > 0.

Définition 1.2.3. Soit (T'(t))i>0 un Co-semi-groupe sur X. On appelle gé-

nérateur infinitésimal du Cy-semi-groupe (T'(t))i>0, ['opérateur A défini par
. T —=
Az = lim L
t—=0+ t
sur le domaine

D(A):{:ceX[ lim%é)f}.

t—0t

Dans la pratique il s’avere que la construction d’un Cp-semi-groupe est en
général difficile. Les conditions nécessaire et suffisante pour ’existence d™un

Co-semi-groupe sont données par le
Théoréme 1.2.1 (Hille-Yosida voir [9]). Un opérateur linéaire A est le
générateur infinitésimal d’un Cy-semi-groupe (T'(1))is0 sur X, vérifiant | T'(t)]| <
Me“t, t > 0 pour certaines constantes M > 1 et w € R si et seulement si

— A est fermé a domaine dense dans X

- Jw,00[C p(A) et ||[(A— A)™| < M(A—w)™ pour tout A > w,n € N*.
Théoréme 1.2.2 (voir [8]). Soit (T'(t))i>0 un Co-semi-groupe sur X de gé-

nérateur infinitésimal A. Alors le probléme de Cauchy



du

Ef(t) = Au(t)
u(0) = ¢

admet une unique solution v € C'(R4, X) pour toute donnée initiale ¢ €

D(A). En plus, cette solution est donnée par

1.3 OPERATEURS LINEAIRES POSITIFS

Définition 1.8.1. Soit X un espace de Banach. Un ensemble X, C X est
dit un cone positif st Xy est fermé dans X, stable par addition et la mul-
tiplication par des réels positifs et vérifie Xy N —X, = {0}. Tout élément
r € Xy est dit posilif.
Définition 1.3.2. Soit X un espace de Banach.

= L’espace de Banach X est ordonné, s’il est muni d’un céne X,.

— L’espace de Banach ordonné X est réticulé si pour tout (z,y) € X2,

on a, sup(z,y) € X et inf(z,y) € X.

Les espaces L?, p > 1, ordonnés par le céne des fonctions positives sont

des espaces de Banach réticulés.

1.4 SEMI-GROUPES LINEAIRES POSITIFS

Définition 1.4.1. Un Co-semi-groupe (T'(t))i»0 sur X est dit positif si opé-
rateur T'(t) est positif pour tout t > 0.

Théoréme 1.4.1 (voir [2]). Soit X un espace de Banach réticulé. Un Cy-
semi-groupe (T'(t))is0 sur X, de générateur infinitésimal A, est positif si et

seulement si (A — A)™ Uest aussi pour un )\ assez grand.
p g



Chapitre 2

ETUQE DU CAS OU
L’OPERATEUR K EST NUL

Dans cette partie et la suivante nous considérons
D={(a,l); | O<a<l et lj<l<ly)

ot, 0 <[} <[ <ly < oo avecl et I des constantes. Nous désignons par I'y

et I'y les parties de la frontiere de © définies par

Fl - {(0,;), | l] < i < lg}
et

Lo ={(L,0); | h<li<b}.

Ensuite nous considérons le cadre fonctionnel L!'(Q) muni de sa norme natu-

relle donnée par

lell = | lo(a, ] dadt (2.02.1)

Nous commengons par établir un théoréme de traces qui nous permettra de
donner un sens a tous les opérateurs non bornés que nous allons rencontrer
durant ce travail. Nous finissons ce chapitre par Pétude de Iopérateur Ay que

nous definissons le moment voulu.



2.1 THEOREME DE TRACES

Pour donner un sens aux opérateurs que nous allons rencontrer dans ce
travail, nous allons démontrer un résultat concernant les espaces de traces.

Pour ce faire, nous introduisons ’espace (dit de Sobolev partiel) suivant

d
wie = {eer@y | e 2]
qui est un espace de Banach pour la norme
O
el = el + | 5]

Ensuite, nous notons par <, et v, les opérateurs suivants

MY —@r,

et
T2 @ PR,
Enfin nous introduisons 'espace L'(]ly,l;]) dit de traces muni de sa norme

naturelle j
[l = | WL

Théoréme 2.1.1. Les opérateurs v, et v, sont linéaires bornés de W'(Q)
dans L'(]l1, l[).

Démonstration. Pour tout élément ¢ € W!'(§2), nous avons

o)
me(l) = e(@,l) = | Z2(s,1)ds.

0

Donc

dp
5;(3,!) dsdadl

Iyl I pl b W pe|=
/ / (1) dadl < f / (1) dedl + / / /
1 0 I 0 N 0 0

ou encore

i
%(S’ )| dsdl.

I !
N O P S / /
Jiy 4]
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Ainsi r
o

ly ||’7190||L1(]11.tz[) < lell + L2 Ba

Autrement dit

Irellosgnp < max { & & el

ce qui prouve, mis a part sa linéarité évidente, que 'opérateur 7, est borné
de W'() dans L'(]{1,15[). La continuité de 'opérateur +, s’obtient avec le
meéme raisonnement en partant de I’égalité

T

me(l) = (e, ) = | Z2(s, Dds

pour ¢ € W(Q). O

2.2 L’OPERATEUR A,

Dans cette section, nous considérons 'opérateur Ay défini par

Aopla ) = =52 (a,1) = s, Dpla, )
sur le domaine

D(Ao) = {p e W'(Q); | me=0}.
Cette définition a bien un sens d’apres le théoréme de traces.

Nous imposons a p '’hypothese suivante
(H) we L=(Q)
et nous désignons par pp la valeur
Ito = i(g!fl)eesg p(a,l).

Dans ces conditions nous avons le

11



Théoréme 2.2.1. Supposons que Uhypothése (H) soit vérifiée, alors lopé-
rateur Ag de domaine D(Ap) engendre sur L'(2) un Cy-semi-groupe. De plus

pour tout A € R opérateur (A — Ap)™" est positif donné par
(A — Ao)Yg(a,l) = / e~ Jo Obulmdr g 1yds, @2.2.1)
0

Démonstration. Soit A € R et g € L'(Q), alors un simple calcul montre que

Popérateur (A — Ag)~! est donné par la relation 2.2.2.1.

Maintenant si A > —pug, alors ¢ = (A — Ag)~'g est I'unique solution de

I’équation

d
Ap = —a—f — pp + g.

En multipliant cette derniére identité par sgn ¢ et en intégrant sur §2 nous

obtenons

12 ] a
Mol = [ [—%w~n(a,z)|so(a,z)|+sgwg(a,f)] dadl.

En tenant compte de 'hypothese (H) nous aurons

"o -0l
(il < [ [ =2 @, dadt + lg)
I 0 a

la l2
_ / (0,010~ [ lo(, D] i+ g

i
= = |2l 1 iy op + 91l

< lgll -

Comme Ag est un opérateur fermé sur LI(Q) a domaine D(Ap) dense dans
L'(§), nous concluons alors cette démonstration par le théoreme de Hille-

Yosida.
La positivité de la résolvante est évidente. O

12



Nous finissons ce chapitre par le lemme suivant

Lemme 2.2.1. Supposons que Uhypothése (H) soit vérifice alors pour tout
A > —po, lopérateur yo(A — Ag)™" est linéaire positif et borné de L*(Q) dans
L(Jly, baf).

Preuve. Soit g € L'(Q) alors nous avons

i
W= A0 gll) = [ e HOHOD s, ),
4]

L pl
[|72(A - Ao) gl < f / e JsOtutri))dr lg(s,!)| dsdl
I, Jo

lo l
< g~ (tuodh f f lg(s, )| dsdl
I 0

< llgll

d’olt la continuité demandée. La positivité est évidente. O

13



Chapitre 3

ETUQE DU CAS OU
L’OPERATEUR K EST NON
NUL

Dans ce chapitre nous supposons toujours que 0 < [; < co, de méme

bl
que nous considérons l'espace L'(Q). Dans la premiere partie, nous intro-
duisons des conditions aux limites, par le biais d’un opérateur de bords A,
arbitraire mais borné sur ’espace des traces. Dans ce nouveau contexte, nous
donnons un sens a I'opérateur A, et nous finissons cette partie par 'étude de

la génération d’un Cy-semi-groupe par cet opérateur.
Nous rappelons que ’hypothese (H) est
(H) p € L®(Q)

que nous supposons vérifiée le long de cette partie et nous désignons toujours
par g la valeur

= inf ess [).
o = gl ulas)

14



3.1 CONDITIONS AUX LIMITES

Nous considérons, désormais, un opérateur dit de bords
K : L', b)) — L', L)
linéaire et borné. Ensuite, nous introduisons 'opérateur A par
A(a,1) = = 22(a,1) = (o, Dol 1)
sur le domaine
D(A)={p e W' (Q); | mep=Kyep}.
Dans ce nouveau contexte nous commencons alors par définir la fonction
ay(a,l) =e” Jo (Ap(rl))dr
vérifiant

ax(a,l) < em(uole (3.1.3.1)

et I'opérateur
K\ = K [(va000)9] .
Lemme 3.1.1. Pour tout A € R, lopérateur K\ est linéaire borné dans

L'(Ji1,ls]). De plus

- — (Aol 5 /
Extlloagn i < € A N K g 0o 121 L iy oy -

Preuve. Soit A € R. Comme I'hypothese (H) est vérifiée alors la relation

3.1.3.1 nous donne

"Yla)\(l) =t e—()\-l-uo)l < e-(f\Jr;to)Il.

15



Par conséquent pour tout élément o € L'(]ly,l5[) nous avons

lo

W 1 i) Ifz |K [(yac )] (1]
1
Iy
ﬂmmmwmjfmmwww

Iz
< OB R [ | (1)l

< e RN K| ca quygapy 1M gy g -

3.2 L’OPERATEUR A AVEC ||K| <1

Dans ce paragraphe, nous allons montrer que I'opérateur A engendre un
Co-semi-groupe de contractions dans L'(§2). En se basant sur 1’étude faite

précédemment sur 'opérateur Ay, nous avons le
Lemme 3.2.1. Pour tout A > —pug, la résolvante de lopérateur A est donnée

par
A= A) = an(I — K)) " KA — Ag)™ + (A — Ag)~.

Preuve. Soient A > —puo et g € L'(Q2). La solution générale de 1’équation

dp ;
(A + B0 +pp) =g (3:2.3.1)
est donnée par
¢ = ayp + (A — Ag)~'g, (3.2.3.2)

olt, ¥ est une fonction quelconque de la variable .

Si ¢ € L'()l1,13[), alors la solution ¢ est dans W' () puisque
el = [lax + (A — Ao) ]|

1y i
< [ [ et 190t - o,

16



[on utilisant la relation 3.1.3.1 nous obtenons

153 i
Il S[ U c"‘”“””a’a} (DIl + [[(A = A0)g]|
1 0

1 5 ! i
gm/h /0[¢(1)|a!£+||()\—/10) qll -

Ensuite, comme ¢ est solution de I’équation 3.2.3.1, on a

= [[=A¢ — up + 4|l

<A el 4+ llesell + Nlgll
S AT+ el poo ) el + Nl

8_(,9
da

Ainsi nous avons ¢ € W1(£).
Or la solution ¢ est un élément de D(A) si et seulement si nous avons
Ny = K2,

autrement dit

= Kvysazp + Kyy(A — Ag) g

(3.2.3.3)
= [\,‘\E’ -+ [{’72()\ — Ag)ulg.

Comme A > —pg, alors d’apreés la relation 3.1.1 'opérateur Ky est strictement

contractif. Donc I"équation 3.2.3.3 admet I'unique solution donnée par
T,[) = (I = [(,\)_II(')’Q(/\ — Au)_lg.

Pour achever la preuve il suffit de reporter 1 dans la relation 3.2.3.2. O

Lemme 3.2.2. Pour toute fonction ¢ € L'(Q) et tout A > —[lo NOUS aUons

“1 llll
I3 = 4) ] < B+ my

17



Preuve. Soient A > —pg et g € L'(2). D’apres le lemme précédent, la fone-
tion ¢ = (A — A)~'g est 'unique solution de Péquation 3.2.3.1 vérifiant les
conditions aux limites

Ny = Kyp.

En multipliant la relation 3.2.3.1 par sgn ¢ et en intégrant sur Q nous obte-

nons
Ml = —/ altpl(a,l)dadl — / w(a,l) ol (a,l)dadl +/ [sgn @g] (a,l)dadl
o Oa Q Q
ou encore
d
O+ o)l < — [ 22, naaar 1 g)
Q @
= I+ gl-

Pour le terme [ nous avons

I !
I _/ [ al(p‘(a,l)da} dl
, LJo Oa

iz
= / e (D) = (D] dl

::”71W

Lwyhbn“nﬁzanqp“hD-

En utilisant les conditions aux limites nous obtenons

£ <00, (392:3.4)
Ainsi nous avons
lgll
= TN G e N
ol < s
ce qui acheve la preuve. 0

Commeil est aisé de vérifier que 'opérateur A est fermé a domaine dense dans
L'(Q), alors le lemme précédent et le théoreme de Hille-Yosida impliquent le

Théoréme 3.2.1. L opérateur A engendre sur LY()) un Cy-semi-groupe (L())e>o0

de contractions.

18



3.3 L’OPERATEUR A AVEC ||K| > 1

Dans cette partic les démonstrations précédentes ne sont plus valables
en raison de la relation 3.2.3.4 qui n’est plus vérifiée. Alors, pour surmonter

cette difficulté, nous définissons sur L'() la norme suivante

Hﬂh:fQﬂﬂmUMMl (3.3.3.1)
Q
ou, q = ”[\,||[;(Ll(],h,2)). Les deux normes 2.0.2.1 et 3.3.3.1 sont équivalentes
puisque

lell < llelly < 151 llel (33.3.2)

Lemme 3.3.1. Pour toute fonction p € L'(Q) et tout A > I—ll—lnq — o nous
avons

el
(A= (5 Ing = po))
Preuve. Soient A > ﬁlnq — o et g € LY(Q). la fonction ¢ = (A — A)~lg
est I'unique solution de ’équation 3.2.3.1 vérifiant les conditions aux limites.

Id = )], <

En multipliant équation 3.2.3.1 par ¢7sgn¢ et en intégrant sur £ nous

obtenons

aa o a
Mlell = —/ﬂq“%(a,l}dadl—/S;qf,u(a,,l) lo(a, )| dadl

—|—/q? sgn(a.l)g(a,l)dad!
Q

ou encore

28(,9
Ot o) lelly < = [ at 218, daat 4 1o,
Q a
=J+lgll; -

(3.5:4.3)

19



Iin utilisant une intégration par parties nous obtenons

[ Lo ot 1 "
,;__/ U M(a,l)da} dH/—IEqT le(a, 1) dadl
I 0 da o !

f2 fa Ingq
<—a | lel@0di+ [ loo.01d+ 2 ol
1 1

Ing
= “’Yl@”Ll(]zl,zg[) - (1||7299||L1(]11,:2[) + T llell, -

Grace aux conditions aux limites cette derniére relation devient

Ing
J<(q-q) ”71(1‘9”[,1(}!1,[2[) &5 I, llolls

que nous reportons dans 3.3.3.3 pour obtenir

- llgll;
(A=A)gl|, < :
|| I e
Ainsi la preuve est finie. O
En utilisant ce lemme et en rappelant que ¢ = 15N 21 g1y 1,y MOUS pouvons

eénoncer le résultat suivant

Théoreme 3.3.1. L’opérateur A engendre sur L'(Q) un Co-semi-groupe (U(t))i>o
vérifiant
U@l < gelis ™ =g

pour toute fonction p € LY(Q).

Preuve. Puisque toutes les conditions du théoreme de Hille-Yosida sont véri-

fices, alors "opérateur A engendre bien un Cy-semi-groupe (U (t));>o vérifiant
Ling—pg)t
U@l < o™ o],

[’équivalence des deux normes, donnée par la relation 3.3.3.2, acheve la

preuve. O

20



Théoreme 3.3.2 (régularité). Pour toute donnée initiale o € D(A) le mo-
dele

of K

%((L,l;t) %(aalat) *#(a:l)f(“!l’t)

K flrst)l) = F10,:4,4) (3.3.3.4)
f(a,l,0) = p(a,l)

admet une unique solution f € C'(Ry, L'(Q)). En plus, cette solution est

I

donnée par
fla,l,t) =T (t)p(a,l).

Nous finissons ce chapitre par I’étude de la positivité de ce semi-groupe.

Théoréme 3.3.3. Si Uopérateur K est positif dans L'(]ly,l5]) alors le Cy-
semi-groupe (U(t))i>o est positif sur L'(2).

Preuve. Soit A assez grand et g € L'(2) et ¢ > 0. Nous savons que la

résolvante de 'opérateur A est donnée par
A=A)'g=an(I = K\)7"En(d = Ag) g+ (A — Ao) g
En tenant compte du théoréme 2.2.1 et du lemme 2.2.1 nous pouvons écrire
(A—A)"' > an(I = K)\) 'Ky () — Ag) L.

Comme A est assez grand alors d’aprés le lemme 3.1.1 ||K,\||£(L1(]Ihzg[) < 1,

Donc

A=A > o ) KpEyn(h— Ag) g

n=0

ou encore
A=A > a Ky (\ — Ao) g =0 p.psur Q.

Nous finissons cette preuve par le théoreme 1.4.1. O

21



PERSPECTIVES

Nous venons de démontrer 'existence et ’unicité de la solution du modele

af oS
a‘((t,f,t) - 7%(“?'57‘6) - jl(a,l)f((l,f,t)
K (- 0)(1) = £(0,1,1) (3.3.3.5)

Flal;0) = wla;l)
sous de moindres hypotheses en comparaison avec I’étude de [5]. En effet la
seule condition que nous avons imposée a 'opérateur K est la continuité qui
reste largement faible par rapport aux hypotheéses imposées dans [5] & savoir
K est positive
(H1) {

K™ est compact pour un certain n € N~

K = K, + Ky ou Iy et K3 sont positifs
(H2)
K5 est faiblement compact

Maintenant que la solution de ce modele existe et est unique, d’autres ques-

tions se posent alors.

~ Il se peut qu'une donnée initiale ¢ soit dans le noyau de I'opérateur
U(ty) pour un certain ty. Autrement dit la densité cellulaire est nulle
a l'instant t9. Quelles sont les conditions sur 'opérateur A" pour les
quelles de tels phénomenes ne se produisent pas ?

— Dans le cas ou la solution existe et est unique. Comment se comporte-

t-elle au cours du temps?

22



Nous avons imposé la condition {; > 0. Qu’en est-il si {;, = 07 Existerait-

il une solution ?
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